Falls y eine untere Schranke von A ist: Falls y € A, so heifit y ein Minimum
von A, bez. y = min(A). So etwas existiert nicht immer! Z.B. A = Ryg.

a € R heifit Infimum (=grofite untere Schranke), falls gelten:

(1) « ist untere Schranke von A

(2) Falls 8 € R eine untere Schranke ist, so folgt 5 < a.

FEin Infimum ist eindeutig bestimmt: Sei § ein weiteres Infimum = 3 untere
Schranke = 3 < a. Umgekehrte Rollen von o, 8 : a £ 8. Also a = 3.

Schreibweise: o = inf(A).

Minimum existiert nicht immer, Infimum existiert immer (falls A # () nach
unten beschriankt). Falls min(A) existiert, dann min(A4) = inf(A).

”Komplementére” Begriffe mit umgekehrten Ungleichungen: nach oben beschréankt,
obere Schranken, Maximum, Supremum (=kleinste obere Schranke).

Satz 2 (”Eindeutigkeit” von R): R ist bis auf Isomorphie durch die Eigen-
schaften aus Satz 1 eindeutig bestimmt.

Genauer: Sei X eine Menge mit Verkniipfungen + und % und mit einer
Relation <, so dass Satz 1 fiir X gilt. Dann gibt es genau eine Bijektion ¢ :
R — X mit

(i) Yo, B € R : (e + ) = pla) + 9(8) und pla + #) = pla) + p(8)

(i)Ve, BER:a = B & p(a) = ¢(B)

Ohne Beweis

Fiir uns bedeutet dies: Wir miissen uns nur Satz 1 merken. Alle Aussagen
iiber R folgen aus Satz 1 und nicht aus der Konstruktion von R.

Satz 3 (Folgerungen aus Satz 1(a, b)): Seien a,b,c € R =

a) Es gilt genau eine der Aussagen (i) a < b (ii) a = b (iil) a > b.
b)asb&sb—az0

c)albs —a= b

d)a<bund c< 0= ca=ch

e) a®? =2 0, insb. 1> 0

flo<a<b=0<{ <1

Bew.: (a) folgt direkt aus ”<” Totalordnung.

(b)) ’=":Seia<b=0Zb—a. "<": Seib—az=20=b2=a.
(¢)’=":Seia = b= —b < —a. ”<": umgekehrt
(d)c£0=>—-c20=>—-ca< —cb=cb<Zca
(

2. Fall: a<0=a?>20%xa=0
Insb. 1=1220=1>0.

(f) Annahme: 3 <0 = 1 =bx

# <0, Widerspruch zu (e). Also ; > 0.
Ebenso 1 >0= L >0. a<b= ] =

Q|-

Korollar 4 (zu Satz 1(c)): Jede nicht-leere nach oben beschriankte Menge
A C R besitzt ein Supremeum « = sup(A4) € R.



Bew.: Wegen Satz 3(c) ist —A := {—al|a € A} nach unten beschrinkt =
38 = inf(—A) = —F = sup(4)

Satz 5 (Archimedisches Prinzip): Va e RIne N:n > a

Bew.: Annahme: 3a € R:Vn € N:a 2 n, d.h. N ist nach oben beschrénkt
= Js = sup(N) € R. s ist kleinste obere Schranke = s — 1 ist keine obere
Schranke von N= dn e N:n>s—-1= s <n+ 1 € N, Widerspruch zu ”s ist
obere Schranke von N”

Korollar 6: Sei ¢ € Ryg = 3IneN: L <e

Bew.: EInGN:n>%:>%<5

Satz 7 ("Wohlordnung” von N): Jede nicht-leere Teilmenge A C N enthélt
ein Minimum.

Bew.: A ist nach unten beschrankt (z.B. durch 0)= Ja = inf(4) € R.
Annahme: a ¢ A. a+ 1 ist keine untere Schranke von A = In € A : n <
a+1=a<n<a+ 1. Dasselbe mit n anstelle von a + 1 liefert:dn € A:a <
n<n<a+l=n'<n<a+l<n +1

Widerspruch zu §3 Satz 9 ("es gibt keine natiirliche Zahl zwischen n’ und
n' +17). Also a € A = a = min(A).

Korollar 8: Seia e R=3ke€Z. a<k<a-+1.

Bew.: 1. Fall: a 2 0. A:={n € Njn 2 a} # () wegen Satz 5 = Ik =
min(4) € N = k =2 a. Annahme: £k 2 a+1=>k—-12a=k—-1€ A
Widerspruch zu k& = min(A4). Also k < a + 1.

2. Fall: a<0. Satz5: IneN:a<n=>n+a>0=3JkeN:n+alk<
n+a+l=>alk-n<a-+1

Korollar 9: Seien a,b € Rmita <b=3Ir€Q:a<r <b.
Bew.: Kor. 6:3n€N:%<b—a:>1<nb—na:>na+l<nb. Korollar 8:
HkGZ:—na—1§k<—na:>na<—k‘§na+1<nb$a<*Tk<b



